Cwiczenie 11. Mathematica: Manipulacja. Elementy programowania

11.1. Animacja wykresow

Program Mathematica daje ogromne mozliwoéci animacji obiektow matematycznych, co znacznie rozszerza nasze mozliwosci
poznawcze. Animacje moga przekazaé znacznie wigcej informacji niz wykresy statyczne. Mathematica posiada wbudowane

funkcje Animate i ListAnimate, ktore zapewniaja natychmiastowy sposob konstruowania animacji, grafiki lub innego rodzaju
ekspresji w dokumencie. Funkcj¢ Animate mozemy wywota¢ w nastepujacy sposob:

Animate[expr, {#, umin, umax}] — generuje animacj¢ w ktdrej warto$¢ u zmienia si¢ w sposob ciggly od wartosci umin do umax.

Animate[expr, {u, umin, umax, du}]| — generuje animacj¢ w ktorej wartos¢ # zmienia si¢ w krokach o wartosci du.
Zademonstrujemy mozliwosci animacyjne stosujac nastepujace przyktady.

Zastosujemy funkcj¢ Animate dla animacji wykresu funkcji f(x) =cos(x* — @) w zaleznosci od warto$ci parametru a:
In[355]:=

Animate[Plot[Sin[x* + a|, {x, 0, 2 1}, ImageSize - 200], {a, 0, 2 7}, AnimationRunning - False]

: FPEER

Out[355]=

Mathematica moze ,,0dzyska¢” dowolne wyrazenie, nie tylko grafike. W nastgpnym przyktadzie funkcja Animate stopniowo

pokazuje rozktad wielomianu " — 8" na wspolczynniki. Opcja DefaultDuration okresla dtugos¢ animacji od poczatku do konca w
ciggu kilku sekund

Animate[Factor[a" — b"], {n, 1, 10, 1}, DefaultDuration - 30]

: _ FEEIE]

(a-B) (o®+ap+p?)

Zastosujemy funkcje ListAnimate dla animowania listy obiektow. Ustawienie wartosci False dla opcji AnimationRunning
uniemozliwia automatyczne uruchomienie animacji
In[360]:=

list = {Graphics3D[Cone[]], Graphics3D[Cuboid[]], PolyhedronData["Dodecahedron"], PolyhedronData["Icosahedron"]};
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In[361]:=
ListAnimate[list, AnimationRunning — False, ImageSize —» 200]

-] PEEIB]

out[361]=

Ponizszy przyklad ilustruje dziatanie instrukcji Animate w trojwymiarowe] przestrzeni dla powierzchni okreslonej wzorem
z = e75¥%) poprzez zmiang wartosci parametru « z przedziatu [0,10].
Animate[Plot3D[Exp[-Sin[x y + «]], {x, 0, 4}, {y, 0, 4}, ImageSize - 200], {a, 0, 10}, AnimationRunning - False]

a J PEEIE]

Program Mathematica daje mozliwo$¢ rozwiazywania skomplikowanych probleméw matematyki i jej zastosowan, zar6wno robigc
wizualizacje, jak i1 animacje rozwigzan. Dla wizualizacji rozwigzan stosowali§my podstawowe instrukcje Plot, ParametricPlot,
ContourPlot, ListPlot na ptaszczyznie i Plot3D, ParametricPlot3D w trojwymiarowej przestrzeni. Mathematica pozwala nie
tylko obserwowa¢ zmiany obiektow zalezne od wystepujacych w nich parametrach, ale rowniez symulowaé eksperymenty
zmieniajagce si¢ w miar¢ uptywu czasu. Podstawowg procedurg wykorzystywana do manipulacji i animacji jest procedura
Manipulate.

Manipulate[expr, {U, Upin, Umax, Krok}]

Instrukcja ta daje mozliwo$¢ utworzenia wersji wyrazenia expr zaleznej od parametru u z przedziatu [Upip, Umax]- W przypadku
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podania parametru krok parametr u zmienia si¢ SKOKOWO: wpin, Upminthkrok, — umint2krok, ... , upi,tn krok, gdzie
Umin + (1 + 1) krok > .

Mamy jeszcze inne mozliwo$ci wywotania tego polecenia:

1. Manipulate [expr, {u, umin, umax}] — generuje wersj¢ wyrazenia expr z dodatkowa kontrola, ktéra umozliwia manipulacje
interaktywnej wartosci u;

2. Manipulate[expr,{{u, uinit}, umin, umax...} | — przyjmuje wartosci poczatkowe u jako uinit;

3. Manipulate[expr,{{u, uinit, ulbl},...} ] — dodatkowe etykiety kontroli dla u;

4. Manipulate[expr,{u,{ul, u2,...}}] — pozwala wartosci u przyja¢ wartosci dyskretne ul,u2,...
5. Manipulate[expr,{u,...},{v,...},...] — zapewnia kontrol¢ do manipulowania kazda wartoscia u, v, ... .

In[363]:=
Manipulate[5 x, {x, —10, 10}]

0

-50.

out[363]=

Kliknigcie przycisku z prawej strony suwaka ujawni dodatkowe kontrole ponizsze

%
out[+]= -10 =u

-50.

Narysujemy wykres funkcji f(x) = x cos —12 , gdzie zmienna x nalezy do przedziatu [0; a], parametr a zmienia si¢ od g do g.
X
In[375]:=
Manipulate[Plot[Sin[x] Cos[xz], {x, 0, a}, ImageSize - 250], {a, 5, 10}]

a U:
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Instrukcja Manipulate ma podobne opcje jak instrukcja Plot. Ponizej zostaly zaprezentowane wybrane opcje instrukcji
Manipulate:
1. Frame rysuje ramk¢ wokot kontrolek; mozliwe wartosci — False, True;
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2. FrameMargins margines wewnetrzny; przyktady wartosci: Automatic, Medium, 12;

3. FrameLabel - etykieta po kazdej stronie panelu; przyktady wartosci: None,{,,bottom”, , left”, ,top”, ,,right”};
4. RotateLabel obracaja etykiety w panelu; mozliwe warto$ci — True, False.

Znajdziemy wartosci funkcji f(x) = 2 tg(3 x), gdzie x zmienia si¢ na przedziale [7/12; 7].

In[385]:=
Manipulate[2 Tan[3 x], {X, n/12, x}, Frame — True, FrameMargins — 15,

FrameLabel — {"funklcji", " ", "warto$¢"}, RotateLabel — True, ImageMargins —» 16] // Framed

s

wartos¢

3

out[385]=

funklgji

Sercem dynamiki jest mozliwos¢ interaktywnej zmiany warto$ci parametréw, zeby zobaczy¢ jaki wplyw ma to na wyrazenie.
Mamy wiele typow kontrolek, ktorymi mozemy zmienia¢ parametry. Podstawowa kontrolka jest slider (suwak). Zostal on
zaprezentowany na powyzszych przyktadach.
Do ciaglego zakresu wartosci, funkcja Manipulate zawiera domys§lnie ukryte elementy kontroli animacji. Do automatycznego
wyswietlania trzeba ustawi¢ warto$¢ opcji Appearance jako ,,Open”. Mozemy animowac kilka parametrow jednoczesnie (w tym
przyktadzie dwa)

In[388]:=
Manipulate[Plot[A Abs[Sin[ux]], {X, =2 x, 2 x}, PlotRange — 2, ImageSize - 150],

{{A, 2}, 1, 10, Appearance - "Open"}, {{u, —1}, -2, 2, Appearance —» "Open"}]

—0
»
M

u

]
:

out[388]=

Przyklad manipulacji tréjwymiarowych wykresow w przestrzeni.



Cwiczenie-11_2025-2026.nb | 5

In[391]:=
Manipulate[ParametricPlot3D[{Cos[u] (3 — Cos[v]), —Sin[v], Sin[u] (3 — Cos[Vv])},

{u, 0, a}, {v, -x, n}, ImageSize —» 150, PlotRange — 4], {{a, 4}, 0, 2 x}]

()

out[391]=

11.2. Elementy programowania

Mathematica obstuguje wiele stylow programowania, takich jak proceduralny, funkcyjny, oparty na regutach i rekurencyjny.
Ponadto, uzycie prymitywow graficznych i dyrektyw prowadzi nas do programowania graficznego. Mathematica umozliwia
nawet programowanie obiektowe. Programowanie funkcyjne i oparte na regutach stanowi sedno programowania w Mathematice.
Przedstawmy pokrotce gtdéwne style programowania.

Programy napisane w tradycyjnych jezykach programowania, takich jak Fortran i C, nazywane sa procedurami, i stad pochodzi
termin programowanie proceduralne. Mathematica oferuje rowniez podobne polecenia, takie jak For, While i If, uzywane w
programowaniu proceduralnym, dzigki czemu mozemy programowac¢ w stylu proceduralnym.

W programowaniu funkcyjnym stosujemy funkcje do argumentow. Funkcje mogg by¢ funkcjami wbudowanymi lub funkcjami
zdefiniowanymi przez nas i moga by¢ stosowane w sposob zagniezdzony. Funkcje sa stosowane do argumentéw za pomoca
specjalnych, zaawansowanych polecen, takich jak Map, Apply, Nest, FixedPoint i Fold. Programowanie funkcyjne jest
skuteczne zwlaszcza w przypadku manipulacji listami i obliczen iteracyjnych.

Programowanie oparte na regulach wykorzystuje reguly i wzorce. Definicja funkcji f[x_] := expr jest przyktadem reguty
globalnej: za kazdym razem, gdy napotkana zostanie funkcja f z okreslonym argumentem, na przyklad a, ta reguta zastepuje f[a]
warto$cig expr, gdzie x jest zastepowane przez a. W expr/. X — a stosujemy regule lokalna: za kazdym razem, gdy napotkana
zostanie X w expr, zastap je przez a. Argument x_ funkcji jest przykladem wzorca. Wzorzec x_ jest bardzo ogdlny i w
rzeczywisto$ci pasuje do niego wszystko; nazwa wzorca to X.

Mozemy tworzy¢ bardziej restrykcyjne wzorce na wiele sposobow. Ogolnie rzecz biorge, w programowaniu opartym na
regutach podajemy kilka regut dla tej samej funkcji. Reguly te obejmuja kilka réznych sytuacji lub kilka wzorcéw argumentow.
Programowanie rekurencyjne naturalnie powstaje poprzez programowanie rekurencyjnych formul matematycznych: program
wywoluje sam siebie z innym argumentem. Wiele zadan zwigzanych z manipulacjg listami mozna rowniez zaprogramowac
rekurencyjnie: lista jest transformowana, dopoki nie przestanie si¢ zmieniac.

Zanim jednak oméwimy programowanie proceduralne, funkcjonalne, oparte na regutach i rekurencyjne, najpierw przedstawimy
przyktady prostych programéow, w ktorych nie potrzebujemy zadnych specjalnych polecen programistycznych, ale uzywamy
znanych polecen, takich jak Table, N, /. 1 wielu polecen manipulacji listami. Pamigtajmy roéwniez, ze dzigki Manipulate i
Dynamic mozemy tworzy¢ aplikacje interaktywne.

Programowanie funkcjonalne.

W przeciwienstwie do jezykow takich jak BASIC i C, polecenia Mathematica moga operowa¢ nie tylko na okreslonych typach
liczb i struktur danych, ale rowniez na dowolnych wyrazeniach. W szczeg6lnosci argumentem jednej funkcji moze by¢ inna
funkcja. To zapewnia potezny i elegancki paradygmat programowania. Chociaz nie bedziemy prowadzi¢ filozoficznej dyskusji
na temat zalet i natury programowania funkcyjnego, wystarczy powiedzie¢, ze jesli przeczytates i $ledzilte$ ten rozdziat do tego
momentu, juz to robisz. Map i Function to twoj punkt wejscia. Polecenia takie jak Apply, Thread i MapThread poszerza
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twoje horyzonty, a Nest, Fold, reguty zamiany i dopasowywanie wzorcow przeniosg Ci¢ na wyzszy poziom.

Przydatnym poleceniem podobnym do Map jest Apply. Podobnie jak Map, Apply przyjmuje dwa argumenty: funkcje i
wyrazenie (czgsto listg). Wynik to drugi argument, ktérego nagtowek zastapiono funkcja z pierwszego argumentu. To wszystko;
Apply usunie naglowek z dowolnego wyrazenia i zastapi go czym$ innym. Na przykiad, Apply[Plus, List[a,b,c]] zwrdci
Plus[a,b,c]:

in4o4= Apply[Plus, List[a, b, c]]

out404= @+ b + C
Polecenie Apply mozna przekaza¢ w formie infiksowej za pomoca @@.

in403= Plus @@ {a, b, c}

ouwf403)= a+b +C

Polecenie Thread moze by¢ uzyte do ,,watku” funkcji obejmujacego kilka list. W ponizszym przyktadzie,
(niezdefiniowana) funkcja nazywa si¢ f. Jest ona wywolywana z dwoma argumentami, z ktorych kazdy jest listg. Opakowanie
tego wyrazenia w Thread powoduje, ze f jest wywolywane dla odpowiednich elementéw obu list, a wyjsciem jest lista wynikow:

nos= Thread[f[{a, b, ¢}, {1, 2, 3}]1]

outa0s)= {f[a, 1], f[b, 2], f[c, 3]}

Oto dwie aplikacje. Pierwsza pokazuje, jak uzy¢ Thread do programowego utworzenia listy regut z listy wartoéci lewostron-
nych i listy warto$ci prawostronnych. W tym przypadku polecenie Rule pehni rol¢ funkcji f powyzej. Drugi przyktad ilustruje, ze
Thread dziata tak samo jak Transpose na liscie list (tj. na macierzy). W tym przypadku List pelni role funkcji f powyze;.

n4osi= Thread[{a, b, c} » {1, 2, 3}]
outoe= {a—>1,b—>2, c > 3}
n4o71= Thread[{a, b, ¢}, {1, 2, 3}]

outa071= {a, b, ¢}

Polecenie MapThread taczy funkcjonalno§¢ Map i Thread. Ponizszy przyktad ilustruje typowa implementacj¢. Zasadniczo
dziata ono tak samo, jak Thread, ale ma dwa argumenty, przy czym funkcja (w tym przypadku f) jest podana osobno jako
pierwszy argument.

in4os:= MapThread[f, {{a, b, c}, {1, 2, 3}}]

oupos= {f[a, 1], f[b, 2], f[c, 3]}

11.3. Iterations: Nest and Fold

in4091= Clear [f, X];
NestList[f, x, 3]

ouaro)= {X, FIx], FIF[x]], FIFIFIx]]1]}

Polecenie NestList to podstawowe narzedzie do iterowania funkcji. Po wpisaniu NestList[polecenie, start, n] tworzona jest lista
o dhugosci n + 1, ktorej pierwszym wpisem jest start. Nastgpnie wyswietlany jest wynik zastosowania polecenia do startu, a
nastepnie wynik zastosowania polecenia do tego wyniku i tak dalej, az do n zastosowan polecenia. Polecenie Nest jest podobne i
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wyswietla tylko ostatni element na tej liscie.

In[411]:=
NestList[f, x, 3]

ouati= {X, FIx], FIF[x]], FIFIFIx]]1]}

Polecenie NestList to podstawowe narzedzie do iterowania funkcji. Po wpisaniu NestList[polecenie, start, n] tworzona jest lista
o dlugosci n + 1, ktorej pierwszym wpisem jest start. Nastepnie wyswietlany jest wynik zastosowania polecenia do startu, a
nastepnie wynik zastosowania polecenia do tego wyniku i tak dalej, az do n zastosowan polecenia. Polecenie Nest jest podobne i
wyswietla tylko ostatni element na tej liscie. Nest to podstawowe polecenie iteracyjne, ktore wykonuje iteracje x;,; =f(x;)
ustalong liczbe razy:

In[412]:=
Nest[f, x0, 3]

ouatzi= FIF[F[xO]]]

FixedPoint wykonuje iteracj¢, dopoki wynik si¢ nie zmieni (mozna poda¢ kryterium zatrzymania). Fold rowniez iteruje
funkcje, ale teraz funkcja ma dwie zmienne i w kazdej iteracji pobiera jeden element z danej listy jako drugi argument. Mamy
rowniez polecenia NestList, FixedPointList i FoldList, ktore rowniez drukujg wszystkie kroki posrednie.

Na przyktad metod¢ Newtona mozna zapisac nastepujaco:
In[413]:=
newton[f_, x_, x0_, max_, opts___] := With[{df = D[f, x]}, FixedPointList[(x — f / df) /. x - & &, N[x0], max, opts]]

Oto jego zastosowanie:
In[414]:=
newton[3x”3 - E~x, x, 2, 20, SameTest - (Abs[H#1 — #2] < 10" -6 &)]

ouia- {2., 1.41942, 1.1019, 0.975117, ©.953089, 0.952446, 0.952446)

Pierwsza zaletg polecen iteracji funkcji jest to, ze skracaja one kod w poréwnaniu z programowaniem proceduralnym.

Zadania

Zadanie 1. Utworz tabliczke mnozenia 10x10 (Wskazowka: uzyj polecenia Grid i Table).
Zadanie 2. Utworz siatke 8x8 o losowych kolorach.

Zadanie 3. Wizualizuj list {1, 4, 3, 5, 2} za pomoca wykresu kotowego, osi liczbowej, wykresu liniowego i wykresu stup-
kowego. Umiesc¢ je w siatce 2x2.

Zadanie 4. Stworz manipulacje sktadajaca si¢ z 1 do 20 koncentrycznych okrggow.

Zadanie 5. Utworz obiekt manipulacyjny, w ktorym t zmienia si¢ pomigdzy —2 i +2, i ktory zawiera okregi o promieniu X i
srodku w punkcie {t*x, 0}, przy czym x zmienia si¢ od 1 do 10.

Zadanie 6. Uzyj funkcji Range i czystej funkcji, aby utworzy¢ liste pierwszych 20 kwadratow.
Zadanie 7. Stworz liste wynikow mieszania zo6ttego, zielonego i niebieskiego z czerwonym.

Zadanie 8. Zacznij od X, nastgpnie utworz liste, zagniezdzajac ramke (Framed) do 10 razy, za kazdym razem uzywajac losowego
koloru tta (Wskazowka: uzyj polecenie NestList).

Zadanie 9. Utworz liste pierwszych 10 poteg liczby 3 (zaczynajac od 0) za pomoca NestList.
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Zadanie 10. Uzyj Prime i Array, aby wygenerowac liste pierwszych 100 liczb pierwszych.



