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Wstep

Geometria analityczna to pigkny, pobudzajacy wyobrazni¢ dzial matematyki. Skrypt
ten jest zapisem wyktadow z Geometrii analitycznej prowadzonych na KUL-u dla studen-
tow informatyki. Kurs Geometria analityczna obejmuje tylko 15 godzin wyktadu, wiec
sitg rzeczy nie ma czasu na doktadne oméwienie wielu ciekawych tematow. Zaczyna sie od
omoéwienia przestrzeni kartezjanskiej R™ i wektorow w tej przestrzeni, zeby potem przejsé
do podzbioréw przestrzeni R? i R3: prostych, ptaszczyzn i stozkowych. Omawiane pojecia
sg podane w przystepny i zrozumialy sposéb i czesto sg zilustrowane przyktadami. Au-
tor ma nadzieje, ze skrypt ten bedzie dla studentéw pozycja wartodciowa i pomocng w

zrozumienu geometrii analitycznej.



1. Przestrzen kartezjanska R”

Wspoélrzedne kartezjanskie na prostej:

]fz (1)

o T

Na prostej obieramy dowolny punkt o jako poczatek. Dzieli on prostg na dwie potpro-
ste. Przyjmujac jedng poéiprosta jako dodatnig a druga jako ujemna otrzymujemy oS.
Dowolnemu punktowi p przyporzadkowujemy liczbe xy nazywana wspolrzedng kartezjan-
ska punktu p. W ten sposéb dostajemy przestrzen kartezjanskg R'. W przestrzeni tej

mamy nastepujacy wzor na odlegtoéé dwoch punktéw x,y € Rt:
pl,y) = le—yl.

Wspoélrzedne kartezjanskie na ptaszczyznie:

Loy | oD = (71, 22)

Na ptaszczyznie rozpatrzmy dwie proste przecinajace sie w punkcie o jako poczatku. Na
kazdej z tych prostych wprowadzmy wspolrzedne kartezjanskie (jak wyzej). Otrzymujemy
osie, ktore tworza kartezjanski uktad wspétrzednych. Piszemy wtedy p = (x1,x2) i liczby
x1, Ty nazywajq sie wspotrzedne kartezjanskie punktu p.

Jezeli osie sa prostopadte, to wspotrzedne kartezjanskie nazywaja sie prostokatne. W
ten sposéb dostajemy przestrzen kartezjanska R?. W przestrzeni tej mamy nastepujacy

wzor na odleglosé dwoch punktow = = (21, 22),y = (y1,y2) € R*:

p(2,y) = V(21 — y1)? + (22 — y2)
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Wspoélrzedne kartezjanskie w przestrzeni:

Zr3|. ...

'P :é(%,ﬂﬁz,l’s)

o/ ..

W przestrzeni wezmy trzy proste nie lezace w jednej ptaszczyznie i przechodzace przez
jeden punkt o jako poczatek. Na kazdej z tych prostych wprowadzmy wspotrzedne kar-
tezjanskie. Otrzymujemy osie, ktore tworza kartezjanski uktad wspotrzednych. Piszemy
wtedy p = (x1, 22, x3) 1 liczby 21, 9, 3 nazywaja sie wspolrzedne kartezjanskie punktu p.

Jesli kazda oS jest prostopadita do dwu pozostalych osi, to uktad nazywa sie¢ prosto-
katny. W ten sposéb dostajemy przestrzen kartezjanska R3. W przestrzeni tej mamy

nastepujacy wzor na odlegtosé dwoch punktow = = (1, 9, 23),y = (Y1, Y2, y3) € R:

p(,y) = /(21 — Y1) + (22 — 12)* + (w3 — y3)*.

Definicja. (Przestrzen metryczna) Niech X bedzie dowolnym zbiorem oraz niech p :

X xX — [0, 00) bedzie funkcja. Przestrzenig metryczng nazywa sie pare (X, p) spetniajaca

warunki
D A plx,y) = ply, ),
z,yeX
2) N plr,y) =0 & z=y,
z,yeX
3) N pl@,y)+ oy, 2) = p(z, 2).
z,y,2€X

Elementy zbioru X to punkty, p to metryka, a p(x,y) to odlegltosé punktéw z, y.

Definicja. (Przestrzen kartezjaniska n-wymiarowa) Przestrzenia kartezjanska n-wymiarowa
nazywa sie zbior
R" ={(z1,...,2,) : ¥ € R}



wraz z metryka p : R" x R" — [0, 00) okreslona wzorem

p((z1, . w), (Y1, ooy yn)) =

Zatem (R™, p) jest przestrzenia metryczna.
Cwiczenie. Pokaza¢, ze funkcja p okreslona powyzej jest metryka.

Definicja. Niech z = (z1,...,2,),y = (y1,-..,ysn) € R" i ¢t € R. Definiujemy

T+y = (x1+y1,...,xn+y,) — dodawanie punktow z,y,
== (=21, ..., —Tp)
x—y ; x4+ (—-y) — odejmowanie punktéw z,y,
x = (txy,...,tr,) — mnozenie punktu x przez licz
t df(t s ty) zenie punktu x przez liczbe t,
n
x-y 7 Z x;y; — mnozenie skalarne punktow x,y,
=1
rt = T, zkH d——f A potegowanie punktu z,
0=(0,...,0).
df ( ? Y )

)

)

)
Nitr=0et=0Vz=0,
Sr-y=y-z,
6)~(z-y)-z=x-(y-2)
7) (tz) -y =t(z - y),

o -(y+z2)=z-y+x-z,

9) (tz)* = thak,

10) ~ (z - y)h =2 yF,

11) (x-y)? <2?-y*> — nieréwnosé¢ Cauchy-Schwarza.

Dowdd. Latwy. [J
Definicja. Niech z = (z1,...,x,) € R". Modulem punktu z nazywa si¢ liczbe:

o] = pla,0) =

(jest to odleglosé punktéow z i 0).



Twierdzenie. Niech © = (z1,...,2,),y = (y1,...,yn) € R" it € R. Wtedy

1) 2° = |$’2 = Z?:l 37@27

2) p(z,y) = |z —yl = /(z — y)?,
3) x| >0,

4) |z| = |—zl,

5) x| =0 x =0,

6) |tx| = [t] |x],

7) -yl <zl -yl

8) |z +y| < lz|+yl,

9) |z — |yl < [z —yl,

10) (z +y)* =2+ 22y +y?,
1) (z—y)* =2 = 2x-y +y7°,
12) 2° —y? = (z —y) - (z + ).
Dowdéd. 1) - 5) Latwy.
6) [tx] = /Dy ( 1 tmz )2 = \/t2 Yo 1:131 =t /Do 2= |t\ |:)3|
) oyl = /2o (wiy)? Vi iy < VXiwl XLy = Vi
\/m = |z| - |y| (z nieréwnosci Cauchy-Schwarza).
8) |z +yl = |z = (=y)l = plz, —y) < p(z,0) + p(0, —y) = p(z,0) + p(0,y) = |z + [yl.
9) |zl =ly + (@ =y < [yl + |z = y[, skad [z] = [y <[z —y].
10), 11) i 12) wynikaja z whasnosci 8) poprzedniego twierdzenia. [

Definicja. Niech (X, p) bedzie przestrzenia metryczna i a,b € X. Odcinkiem metrycznym
nazywa sie zbior:

{a,0) = {z € X : pla, z) + p(a,b) = p(a, b)}.
Definicja. Niech (X, p) bedzie przestrzenia metryczna i a,b,c € X. Wtedy

1
¢ jest Srodkiem odcinka (a, b) <;> pla,c) = p(b,c) = 5,0(@, b).

Twierdzenie. Niech a,b € R". Wtedy istnieje doktadnie jeden srodek odcinka (a, b); jest
to punkt ¢ = 1 (a +b).

Dowéd. Jesli a = b, to Twierdzenie jest oczywiste. Niech a # b. Mamy

plan) =la—dl =|a= S +0)] = 5

1 1
|a—b|:§|b—a|: ‘b—§(a+b)‘ = |b—c| = p(b,c).

Stad ¢ jest srodkiem odcinka (a, b).
Niech d = ¢ + z bedzie innym $rodkiem odcinka (a, b). Wtedy
1 1 1

—a—=b—=-2x
2 2 2

1
=—la—b-2x,

pla,d) = 9

1 1
Splab) = Sla— b =Ja—d =




czyli |a — b| = |a — b — 2z|.
Podobnie,
1 1

skad |a — b| = |a — b+ 2z|.

Zatem
la—b—2x)* = |a—b+ 22|,
czyli
(a —b)* —4x(a — b) + 42* = (a — b)* + 4x(a — b) + 422,
skad

z(a —b) = 0.

Teraz a — b # 0 (bo a # b), wiec z = 0.
Zatem d =c. [

Definicja. Niech A C R". Wtedy

. c A
A jest wypukly (;) /\ (a,b) C A

a,beA

Whniosek. Odcinek w R” jest zbiorem wypuktym.



2. Wektory w przestrzeni R"

Definicja. Wektor zwigzany w R" ; uporzadkowana para punktéow w R”™.

Oznaczenie: % dla a,b € R™.

—

Definicja. Wspotrzedne wektora zwiazanego ab ; wspotrzedne punktu b — a.

Jesli a = (ay,...,a,),b=(by,...,b,) € R, to Ez b1 —ay, ..., b, — ay).
Definicja. Niech a,b,a’, b’ € R". Wtedy

- — —

ab = a't! (;?) ab i a'l/ maja te same wspoélrzedne ? b—a=10—ad

1 1
S d+b=a+l & §(a’+b):§(a—l—b’)

(dwa wektory zwiazane ab i a'b/ sa réwne < pokrywaja sie srodki odcinkéw (a’, b) i (a, V')).
Twierdzenie. Relacja réwnosci wektoréw zwiazanych jest relacja rownowaznosci.
Dowéd. Latwy. [

Definicja. Wektor swobodny (wektor) w R™ 7 klasa rownowaznosci relacji rownosci wek-

toréw zwigzanych,

czyli
[ab} = {cd sab = cd} — wektor swobodny o reprezentancie ab.
Oznaczenie: a, b, c,... (male litery gotyckie).

Uwaga. Wszystkie reprezentanty wektora swobodnego maja te same wspotrzedne.

Definicja. Wspotrzedne wektora swobodnego ; wspotrzedne jego reprezentanta.
Definicja. Niech a,a,b € R" i ab € a. Wtedy

la - pla,b) — dlugosé wektora a.

Jesli a = [ag, ..., ], to |a] = /> 1 aF.

Definicja. Wersor 7 wektor o dtugosci 1.



Twierdzenie. (O zaczepianiu wektora swobodnego w punkcie) Kazdy wektor swo-

bodny w R™ mozna zaczepi¢ w dowolnym punkcie a € R™ w dokltadnie jeden sposob.

Dowéd. Niech a,a € R". Szukamy punktu b € R" takiego, ze E € a. Niech gl) € a.
Wtedy
ab=cdsb-—a=d—csb=d—-—c+a U

Twierdzenie. Dla kazdego wektora swobodnego a € R" i kazdego punktu b € R" istnieje
doktadnie jeden reprezentant wektora a o koncu b.

Dowéd. Analogiczny (wyliczamy a). O

Definicja. Niech a = [ay,...,a,],b = [01,...,0,) € R" it € R. Definiujemy

a+b = a1+ B1,...,an+ B,] — dodawanie wektoréw a, b,
—a = [—aq,...,—a,] — wektor przeciwny do a,
a—b=[ag—f,...,a, — (] — rOznica wektoréw a, b,
ta = [tag,...,ta,]  — mnozenie wektora a przez liczbe ¢,
n
a-b 7 ; a;3; — iloczyn skalarny wektoréw a, b.

Uwaga. Piszemy a - a = a°.

Twierdzenie. Niech a,b,c € R" it € R. Wtedy

Dowdéd. Latwy. Punkt 5) wynika z nier6wnosci Cauchy-Schwarza. O

Twierdzenie. Niech a,b,a,b,c € R". Wtedy
ab€a A bc €b = ac € [a+ b]

Dowdéd. Latwy. [



Definicja. Niech a,b € R". Wtedy

a, b sg zgodnie réwnolegle, a 1] b (;) la| + |b] = |a + b]

a, b sa przeciwnie réwnolegle, a 1] b (;) la| 4+ |b] = |a — b|

a, b sa réwnolegle, a || b <;> allb Vv allb
Twierdzenie. Niech a,b € R" i a # 0 # b. Wtedy

allb < \/b:ta
££0
oraz t >0 = al|b,

t<0 = allb.

Dowéd. batwy. O

Twierdzenie. W zbiorze wektor6w niezerowych w R™ relacje || i 1] sa relacjami réwno-
waznosci.

Dowdéd. Latwy. [J

Definicja. Niech a € R". Wtedy

kierunek wektora a 7 klasa réwnowaznosci relacji || o reprezentancie a,

czyli
K(a)={b:b|a A b#0}.

zwrot wektora a :f klasa rownowaznosci relacji 1| o reprezentancie a,
d

czyli
Z(a)={b:b1]a A b#0}.
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Mamy: Z(a) C K(a).
Uwaga. Niech a,b € R" i a # 0 # b. Poniewaz — |a| |b] < a-b < |a| [b], wiec istnieje
doktadnie jedna liczba 6 taka, ze

a-b=lal|bjcosh i 0<O<m.

Jesli a =0 lub b =0, to 6 jest dowolna taka, ze 0 < 6 < 7.
Definicja. Niech a,b € R". Liczba <(a, b) € [0, 7] taka, ze

a-b
|af [b]

cos(<t(a, b)) =

nazywa sie kgtem w R"™ miedzy wektorami a, b.

Twierdzenie. Niech a,b € R". Wtedy

1) <(a,b) = <(b,a),

2)t,s>0 = <(a,b) = (ta,sb),
3) <(a,b) + <(—a,b) =

4) <(a,b) = <(—aq, —b)

Dowéd. Latwy. [
Definicja. Niech a,b € R". Wtedy

a, b sy prostopadte, alb (;) <(a,b) = g Va=0V b=0.

Twierdzenie. Niecha, b € R". Wtedy

alb & a-b=0.

Dowdd. Wynika natychmiast ze wzoru a - b = |a| |b| cos(<t(a, b)). O

Definicja. (Tloczyn wektorowy w R?) Niech a,b € R?, a = [ay, ag, a3] i b = [31, Ba, (3]

Wtedy
axb= [ ] )
df

Uwaga. Jedli przez i, j, k oznaczymy wersory osi wspoirzednych w R3, czyli ¢ = [1,0, 0],
j=10,1,0]1 k=[0,0,1], to

Qo (3

B2 Fs

1 Q3

B Bs

Q1 Qo

b B

gk
axb=|a a az
B B2 D3
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Przyktad. Wyznaczy¢ a x b jeslia=[1,1,—-1]1 b= [2,—1,3].

Rozwigzanie.
gk
1 -1 1 -1 1 1
axb=]1 1 -1 2” , — , ]:[2,—5,—3].
-1 3 2 3 2 -1
2 -1 3
Twierdzenie. Niech a, b, ¢ € R?. Wtedy
1) axa=0,
2)axb=—-bxa,
ax(b+c)=axb+taxci(a+b)xc=axc+bxc,
4)t-(axb)=(t-a)xb=ax(t-b), gdzie t € R,
a1 Qo Q3
5) (Cl X b) 0= 61 62 53 ) gdZie a= [&1,0{2,0&3], b= [ﬁl)ﬁ%ﬁi’)]? ¢ = [71772773])
T2 8

6)axb=0<alb,
TVaxblaiaxblb,
8) |a x b| =|a| - |b|sin<(a,b).
Dowéd. Punkty 1) — 5) wynikaja z powyzszej Uwagi i definicji.
6) Mamy

allb \/b:ta & \/(ta)xb:bxbzo & \/t(axb):O & axb=0.
t£0 t#0 t#0

7) Wynika z 5).

8) Mamy dla a = [Oél,OéQ,Oég] ib= [51,52,53]2

a x b|” = (anfs — azf)” + (a1 B — asBi)® + (1 Ba — 231
= (af + o + 03) (67 + 55 + 33) — (aufr + aafa + asfs)’?
=a’b* — (a-b)?
= (la|[0])* — (|a| [b])* cos* <t(a, b)
= (Ja|[b]sin <(a, b))?,

skad |a x b| = |a| |b|sin<t(a, b). O
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Twierdzenie. Niech a,b,a,b,c € R?, a = [E}, b = [a_c)} oraz niech A(a,b,c) bedzie

trojkatem o wierzchotkach a, b, c:

Wtedy
1
Aasb,e)l =5 -lax b

(pole trojkata).

Dowdéd. Mamy nastepujacy wzor Herona

[A(a,b,0)| = i\/S[S = 2p(b, )l[s — 2p(a, c)l[s — 2p(a, b)],

gdzie s = p(a,b) + p(a, c) + p(b, c).
Stad

|A(a,b,¢)| = i\/(lal + 16 + |a = b])(Ja + [6] — [a — b)(|a] = [b] + a = b)(— |a] + [b] + [a — b])

= Vo[ a6} (Jal[o] —a-b)

1
= 5/ = (a-b)?

1
ok |a| |b] sin <(a, b).

Zatem |A(a,b,c)] = 5 lax b|. O

Whiosek. Liczba |a x b| jest polem réwnolegtoboku zbudowanego na wektorach a,b €
R3:

13



3. Przeksztalcenia przestrzeni metrycznej

Definicja. Niech (X, p), (Y,p) beda przestrzeniami metrycznymi i niech f : X — Y
bedzie funkcja. Wtedy

f jest izometrig <;> nf: X %Y,

Przyktady.
1. Przesuniecie: a € R™, f: R" = R", f(z) =z + a dla z € R". Wtedy f jest izometria,
bo

dla z,2" € R".
2. Obrot plaszezyzny R%: o € R, z = (11, 12) € R?, f: R? — R?
f(z) = (1 cosa — zysin v, x1 sin a + x cos ) — obrét o kat «

Wtedy f jest izometria, bo

p(f(x), f(2')? = [(x1 — 7)) cosa — (x5 — xy) sinal® + [(v; — ) sina + (23 — 7)) cos a?

—21)* + (22 — 2))*

= (7
p(x, z')?

— ! __ / / 2
dla = (21, 29),2" = (2], 24) € R*.
Twierdzenie. [zometria jest przeksztalceniem wzajemnie jednoznacznym.

Dowéd. Niech (X, p), (Y,p) beda przestrzeniami metrycznymi i niech f : X — Y be-
dzie izometrig. Wystarczy pokazaé, ze f jest przeksztalceniem réznowartosciowym. Niech
z,x' € X. Zatézmy, ze f(z) = f(2'). Wtedy

Twierdzenie. Jezeli f : X — Y jest izometrig, to f~!: Y — X jest izometrig.

Dowdéd. Niech (X, p), (Y,p) beda przestrzeniami metrycznymi i niech f: X — Y bedzie
izometria. Oczywidcie, f~! jest na (bo f jest na). Niech y,y’ € Y. Istnieja z, 2’ € X takie,
ze [FHy)=x1fYy)=2a"Stad y = f(z) iy = f(2'). Mamy

p(f7 W), W) = plz. ) = B(f(2), f(2)) = Bly,y). O



Twierdzenie. Superpozycja dwu izometrii jest izometria.

Dowdéd. Niech (X, p), (Y,7), (Z, p) beda przestrzeniami metrycznymi i niech f: X — Y,
g Y — Z beda izometriami. Stad

oraz

Wtedy gf : X — Z i

N p9f(@), gf(2") = p(f(x), f(@) = p(z,a’). O

z,x'e€X

Definicja. Niech (X, p), (Y,7) beda przestrzeniami metrycznymi i niech f : X — Y
bedzie funkcja. Wtedy

f jest podobienstwem ? nf: X%y,

D\ N @), ) = Mola,a).

A>0 z,z'eX

Liczbe X\ nazywa sie wtedy wspotczynnikem podobienstwa f.
Uwaga. Kazda izometria jest podobienstwem o wspétczynniku 1.

Przyktad. Jednoktadno$é o wspétezynniku ¢ > 0: j. : R" — R") j.(z) = cx dla z € R™.

Wtedy j. jest podobienstwem o wspoétczynniku ¢, bo

pUe(@), je(a") =/ (e(w) = je(a)? = V/(cx — ca’)? = e/ (z — 2')? = cp(z, ')

dla z,2" € R".
Twierdzenie. Podobienistwo jest przeksztalceniem wzajemnie jednoznacznym.

Dowdéd. Niech (X, p), (Y, p) beda przestrzeniami metrycznymi i niech f : X — Y bedzie
podobienstwem o wspoétczynniku A > 0. Wystarczy pokazac, ze f jest przeksztalceniem

roznowartosciowym. Niech z, 2’ € X 1 f(z) = f(a'). Wtedy

0=7(f(x), f(z) = Ap(x, 2")

Twierdzenie. Jezeli f : X — Y jest podobiefistwem o wspétezynniku A, to f~1: Y — X

jest podobienstwem o wspotezynniku %
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Dowdéd. Niech (X, p), (Y, ) beda przestrzeniami metrycznymi i niech f : X — Y bedzie
podobiefistwem o wspolczynniku A > 0. Oczywiscie, f~! jest na (bo f jest na). Niech
y,y € Y. Istnieja z,2/ € X takie, ze f~1(y) = x i f1(y) = 2/. Stad y = f(x) i
y = f(2). Mamy

1 1

p(f ), W) = plz,2') = 1P (@), f(@) = £p(y:y)-

Zatem f~! jest podobiefistwem o wspétczynniku % O
Twierdzenie. Superpozycja dwu podobienstw jest podobienstwem.

Dowéd. Niech (X, p), (Y,p), (Z,p) beda przestrzeniami metrycznymi i niech f : X —
Y bedzie podobienstwem o wspotczynniku Ay i g : Y — Z bedzie podobienstwem o
wspotezynniku Ao, Pokazemy, ze gf : X — Z jest podobienstwem o wspdtczynniku AqAs.
Niech z,2' € X i y,y € Y. Wiemy, ze

p(f(x), f(2) = Mp(x, ')

oraz

P(9(y), 9(y")) = Xap(y, y)-

Mamy
plgf(x), gf () = dep(f (), f(2')) = Mdep(z,2'). O

Definicja. Niech (X, p), (Y, p) beda przestrzeniami metrycznymi. Wtedy
X 1Y sa izometryczne <d—}> istnieje izometria f: X — Y.
X 1Y sag podobne E} istnieje podobienstwo g : X — Y.

Uwaga. Jezeli X,Y sa izometryczne, to sa podobne, ale nie na odwroét.
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4. Proste, plaszczyzny i hiperptaszczyzny w przestrze-
ni R”

Definicja. Niech (X, p) bedzie przestrzenia metryczna i niech Y C X. Wtedy
(Y, plY xY) = podprzestrzen przestrzeni metrycznej (X, p)
Definicja.
Prosta ; podprzestrzen przestrzeni R” izometryczna z R*.
Uwaga. Niech L. C R". Wtedy
L jest prosta < L jest izometryczna z R! < istnieje izometria f : R! — L < istnieje
izometria g : L — R!.
Uwaga. W R! istnieje dokladnie jedna prosta. Jest nig R*.

Twierdzenie. (O prostej) Przez kazde dwa rézne punkty a,b € R™ przechodzi doktadnie
jedna prosta; jest nia zbiér {z(t) = (1 —t)a+tb: t € R} = L(a,b), gdzie z : R — R

nazywa sie przedstawieniem parametrycznym prostej L(a, b).

Dow6d. Wezmy f : R! — L(a,b) takie, ze f(t) = ( : ), t € R. Mamy dla ¢, € R:

plab)

10500 = (1= g )« (“ﬁ)_ﬁb]

[t—t’a—,(;f—t’)br_(t_t,f

= p(t

Stad f jest izometria, czyli L(a,b) jest prosta. Ponadto, z(0) = a i z(1) = b skad a,b €
L(a,b).

Pokazemy teraz, ze L(a,b) jest jedyna. Zatézmy, zZe istnieje prosta K taka, ze a,b € K.
Pokazemy, ze K C L(a,b). Niech g : R! — K bedzie izometrig. Istnieja «, 3 € R takie,
ze g(a) =a, g(f) =bia< (. Wezmy ¢ = g(v) € K takie, ze a # ¢ # b. Przypu$émy, ze
a < f <~y Wtedy |8 —a|+ |y =8| = |y — «a|. Stad p(b,a) + p(c,b) = p(c,a), bo g jest

izometrig. Zatem

ab| + [be ab + bel

czyli ab | ac. Stad istnieje t # 0 takie, ze ¢ —a = t(b—a), skad ¢ = (1 —t)a+tb = z(t) €
L(a,b).

Podobnie gdy a < v < 17 < a < (. Zatem K C L(a,b). Doktadniej K = L(a,b). O
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Uwaga. Piszemy nastepujace rownanie parametryczne prostej L(a, b):

L= L(a,b) :z(t) = (1 —t)a+1tb, t € R.

Definicja. Niech a,a,b € R™ i niech L C R" bedzie prosta. Wtedy

@)leZynaL?a,beL.

al|L & \/ ab€a A ablezyna L & \/ ab€a.
@ — a,peL

Definicja. Niech a € R™ i niech L C R™ bedzie prosta. Wtedy
Kierunek prostej L = kierunek wektora a || L.
Wektor kierunkowy prostej L = wektor a || L.

Twierdzenie. (Druga postaé¢ réwnania parametrycznego prostej w R")
Niech a,a € R™ i niech L C R" bedzie prosta. Wtedy
aclL Na|LANa#0 = L:z(t)=a+ta, teR.

Dowéd. Niech a € L, a || L i a # 0. Z Twierdzenia o zaczepianiu wektora swobodnego
w punkcie, wektor a mozna zaczepi¢ w punkcie a. Wtedy istnieje punkt b € L (bo a || L)

taki, ze a = [ab]. 7 Twierdzenia o prostej dla ¢ € R mamy

L:z(t)=(1—-t)a+tb, czyli
L:z(t)=a+1tb-—a),
L:x(t)=a+t [ab}
L:xz(t)=a+ta O
Uwaga. Jedli a = (ay,...,a,) € L oraz a = [aq,...,q,] || L, to réwnanie parametryczne

prostej L : x(t) = a + ta, t € R ma postaé:
L:z(t) = (a1 +tag,...,a, +tay,), t €R.

Na przyklad, L : z(t) = (1 + 2t,—1 + 3t), gdzie t € R, jest prosta w R? taka, ze a =
(I,-1)e Lia=1[2,3]| L,oraz K : y(s) = (—1+s,2—5,3+2s), gdzie s € R, jest prosta
w R3 taka, ze a = (—1,2,3) e Kia=[1,-1,2] || K.

Definicja. Niech L, K C R™ beda prostymi, a || Lib || K. Wtedy

L|K < alb < V b=ta
df t£0

LIK (;) alb < a-b=0.
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Definicja. Niech a € R? i niech L C R? bedzie prosta. Wtedy
Kierunek normalny prostej L 7 kierunek wektora a_l L.

Wektor normalny prostej L 7 wektor al L.

Twierdzenie. Dla kazdego punktu a € R? i kazdego niezerowego wektora a = [, as]
istnieje w R? dokladnie jedna prosta przechodzaca przez a o wektorze normalnym a.

Sklada sie ona z wszystkich punktéw (xy, z5) spelniajacych réwnanie
ap + @121 + aere = 0, gdzie ag = —a - (a).

Jest to rownanie liniowe prostej L takie, ze a € L i al L.
Dowéd. Niech a = (aj,as) € L, a = [ag,a5)LL i b = (21,25) € R%. Mamy (patrz

ponizszy rysunek):
bel o [E} las [E] a=0
<~ [l‘l —a1,Ty — ag] . [(11,042] =0

= Ozl(ﬂfl — (11) + 052(1'2 — (12) =0

<~ —(a1a1 + GQOQ) + a1x1 + asxy = 0.

Przyjmujac

ag = —(a10q + asan) = —a - (a)

otrzymujemy

L: Qg + 01T + Qpxg = 0.

Oczywiscie, taka prosta jest tylko jedna. [
Twierdzenie. Niech L, K C R? bedg prostymi takimi, ze L : ag + oz + oo = 0 i
K: ﬂo + ﬁlfl + 62332 = 0. Wtedy
K=L & \/ 6z:t051 dlaz=0,1,2
140

t£0

Dowdd. Latwy. [J
Definicja. Niech L, K C R? beda prostymi i niech a € R?. Wtedy
pla, L) = pla,b), gdziebe KNLiae K1L.

(odlegtos$é¢ punktu a od prostej L w R?)
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Twierdzenie. Niech L C R? bedzie prostg taka, ze L : ag + a2y + aszs = 0 i niech

a = (a,as) € R?. Wtedy
. ’Oéo + a1a1 + OégClQl

a, L) = .
pla, L) T ol

Dow6d. Niech a = [ay, ] LL i = (71,22) € R: Wtedy L : ag + z - (a) = 0. Wezmy
prosta K taka, ze K : z(t) = a+ta. Wtedy b € KNL, czyli b = a+t'a oraz ag+0b-(a) =0,
skad

ap+ (a+ta)-(a)=0
ag+a-(a)+ta®=0

t'a’>=—ap—a- (a)
t/— a0+a-(a)
TR

Ste}db:a—%‘i'(“)ai

p(a, L) = 10<a7b) = |b - CL|

_ a_ag—i—a-(a)a_a
Cl2
|0 +a - (a)
=2
lal

_ lag + cay + asas

Va2 + a3

OJ

Definicja. Réwnanie o + a1 + aprs = 0 prostej L w R? nazywa sie unormowane, jesli

a = [aq, as] jest wersorem (czyli |a] = 1).
Whiosek. Jesli ag + a121 + aaxs = 0 jest réwnaniem unormowanym prostej L w R? i
a= (a1,as) € R?, to
pla, L) = |ag + cnar + azas| .
Twierdzenie. Kazda prosta w R? ma réwnanie unormowane.
Dowdd. Latwy. [J

Twierdzenie. Niech L(a,b) C R? bedzie prosta i niech a = (ay,a2),b = (b, by) € R?
beda takie, ze a # b. Wtedy

1 ap Qa9
L(CL, b) 1 bl bg =0.
1 1 X9
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Dowéd. Mamy [%} = [by — a1, by — ag] || L(a,b). Latwo widaé, ze

[bl —ay, by — Cl2] : [—(bz - Gz),bl - @1] =0,
skad
[-(bg — CLQ), b1 — al]J_L(a, b),
czyli
L(CL, b) . —(Gl, (12) . (—(bg — CLQ), bl — al) — (bg — CLQ).’L'l + (bl — al)iL'Q =0.
Stad
L(CL, b) N (CLQ.Tl —+ bl.TQ =+ albg) — (bg.ﬁl}l + a1T9 + a2b1) = O,
czyli
1 a; Qo
L(a, b) 1 b1 b2 =0. U
1 x1 x9

Uwaga. Niech L, K beda prostymi w R2. Wtedy
L|K = L=KV LNK =4,
L} K = LNK jest punktem.

Definicja.

Pek prostych wlasciwy w R? 7 zbiér wszystkich prostych przechodzacych przez jeden
punkt

Pek prostych niewtasciwy w R? ; zbior wszystkich prostych o tym samym kierunku
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Uwaga. Kazde dwie rézne proste w R? wyznaczaja pek (wlasciwy lub niewladciwy).
Stosujemy nastepujace oznaczenie:

P(L, K) = pek prostych w R? wyznaczony przez proste L, K.
Twierdzenie. (O peku prostych w R?)
Niech L : Qg + Q1T + QX = 0, K ﬁo‘l‘ﬁl%l —f—ﬁz.ﬁlﬁg =01 L#K Wtedy

MeP(LK) e \/  M:inglao+az + axrs) + A(Bo + i1 + foza) = 0.
7,AER, n2+A2>0

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze jesli n2 + A2 > 0, to
n(ao + a1x1 + asr2) + AN(Bo + izr + fawz) =0

jest réwnaniem liniowym pewnej prostej w R2. Istotnie, mamy [y, an] # 0 # [B1, 32, skad
[nag + ABr, nag + ABa] = nlay, as] + A[B1, B2 # 0.

(=) Mamy M € P(L,K), a = (a1,a2) e Mia¢ LUK.
Wystarczy przyjaé: n = By + fra1 + (eas oraz A = —(ag + aqa; + asas).

(<) Zatézmy, ze

\V M nlao+ onz + anws) + A(Bo + fray + Bawa) = 0.
7,AER, n2+A2>0

Mamy dwa przypadki:
1) P(L, K) jest wlasciwy.
Wtedy punkt przeciecia prostych L i K speklia réwnanie prostej M, czyli M € P(L, K).
2) P(L, K) jest niewtasciwy.
Wedy \ [, 8] = tla, @] (s réwnolegle), skad
t#0

[y, o] + A[By, Bo]

[011, (1/2] + )\t[al, O[Q}

(o + ABr,nas + MG =1
="

= (n+ At)[ay, az),

czyi M || L|| K. O

Uwaga. Rownowaznie mamy

M eP(L,K) & \/ M : ap + aqzy + asxs + MGy + frxy + Faxe) = 0.
AER

(w tym przypadku nie istnieje A takie, ze M = K).
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Definicja.
Proste wspétpekowe w R? 7 proste nalezace do jednego peku.
Twierdzenie.

Niech L : ag 4+ a1 +aoxe = 0, K @ By + 121 + Boxe = 01 M @ 9 + 7121 + 7222 = 0 bedag
roznymi prostymi. Wtedy proste L, K, M sa wspotpekowe <

ag Bo Y
ap B o | = 0.
ay B2 7

Dowéd. Mamy M € P(L, K) < istnieja 7, A\, 0 € R, n? + A% > 0 takie, ze

nog + A3y = =6,
noy + A\By = —om,
nog + Ay = =072,

ktory jest rownowazny uktadowi

nog + A3y + 60 = 0,
noy + Ay + oy =0,
nog + A3z + 02 = 0.

Uktad ten ma niezerowe rozwigzanie <

as Bo Yo
ar o | =0 U
as B2 o

Definicja.
Plaszczyzna e podprzestrzen przestrzeni R" izometryczna z R2.
Definicja. Niech a,b,a,b € R™ i niech P C R" bedzie ptaszczyzna. Wtedy

EleiynaP?a,bGP.

al P (;) V abea A ablezyna P < \/ ab€a.

ab a,be P

bLP < A bla.

al|P

Definicja. Niech P C R3 bedzie plaszczyzng i niech a € R3. Wtedy

Kierunek normalny ptaszczyzny P ; kierunek wektora al P.

Wektor normalny ptaszczyzny P 7 wektor al P.
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Definicja. Niech P,Q C R? beda plaszczyznami i niech a,b € R3. Wtedy
Pl Q ? alP A bBLQ A ab.

P1Q <d:f> alP A bLlQ A alb.

Twierdzenie. Dla kazdego punktu a € R3 i kazdego niezerowego wektora a = [ay, ao, a3)
istnieje w R? doktadnie jedna ptaszczyzna przechodzaca przez a o wektorze normalnym

a. Sktada sie ona z wszystkich punktéw (z1, xe, x3) spelniajacych réwnanie
ap + 11 + @y + agry = 0, gdzie ag = —a - (a).

Jest to réwnanie liniowe ptaszczyzny P takiej, ze a € PialP.
Dowdéd. Podobny do dowodu twierdzenia o réwnaniu liniowym prostej. [

Twierdzenie. Niech P, C R3 bedg plaszczyznami takimi, ze P : ag + o1 + aoxy +
azrz3 =01 Q : o + B121 + Paxa + B3z = 0. Wtedy
P:Q = v ﬁz:taz dlai:0,1,2,3.
t#£0

t£0

Dowéd. Latwy. O
Definicja. Niech P C R? bedzie plaszczyzna, L C R?® bedzie prostg i niech a € R3.
Wtedy

p(a, P) = pla,b), gdziebe PN Lia€ LLP

(odlegtos¢ punktu a od plaszezyzny P w R3).

Twierdzenie. Niech P C R3 bedzie ptaszczyzng taka, ze P : ag+ ooy + apxe +aszzz = 0
i niech a = (ay, as, az) € R3. Wtedy

. |Oé0 + araq1 + aaao + &3a3|

Vi + a3+ a3

pla, P)

Dowdéd. Podobny do dowodu odpowiedniego twierdzenia dla prostej. [l

Definicja. Réwnanie ag + oqz; + asrs + azws = 0 plaszezyzny P w R3 nazywa sie

unormowane, jesli a = [aq, ag, asz| jest wersorem (czyli |a| = 1).

Whiosek. Jesli ag + 171 + asxs + azzrs = 0 jest rGwnaniem unormowanym ptaszczyzny
PwR3ia=(a,aqa3) € R3 to

p(a, P) = |a0 + aja; + asas + a3a3| .
Twierdzenie. Kazda plaszczyzna w R? posiada réwnanie unormowane.
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Dowdéd. Latwy. [

Twierdzenie. Niech P C R? bedzie ptaszezyzna i niech a = (ay, as, a3),b = (by, by, b3),c =
(c1, ¢, ¢3) € R? beda takie, ze ab }f ac. Wtedy

1 a; a2 as
1 b by b
P 1 2 3 —0
1 Ci Cy C3
1 Tr1 T2 I3

Dowdd. Analogiczny jak w przypadku prostej w R2. [
Uwaga. Niech P, (Q C R3 bedg ptaszczyznami. Wtedy
P|lQ = P=Q VvV PNnQ =10,
Pl @Q = PNQ jest prosta.
Definicja.

Pek plaszczyzn wlasciwy w R3 7 zbior wszystkich ptaszczyzn zawierajacych te sama

prosta.

Pek plaszczyzn niewlasciwy w R3 7 zbior wszystkich ptaszczyzn o tym samym kierun-

ku normalnym.

Uwaga. Kazde dwie rozne plaszczyzny w R? wyznaczaja pek (wlasciwy lub niewtasciwy).

Stosujemy nastepujace oznaczenie:
P(P,Q) = pek plaszezyzn w R? wyznaczony przez plaszezyzny P, Q.

Twierdzenie. (O peku plaszczyzn w R?) Niech P, Q C R? beda ptaszczyznami takimi,
ze P:oag+ a1xy + asxs + asxrs =0, Q : By + P11 + Poxs + P3rs = 0 oraz P # Q). Wtedy

ReP(PQ) & \/ R :n(ag+arx+asxe+aszs) + Ao+ Grz1+ Gaza+Psz3) = 0.
7,AER, n2+A2>0

Dowéd. Analogiczny jak w przypadku peku prostych w R2. [

Uwaga. Réwnowaznie mamy

ReP(P,Q) < \/ R : o+ iy + coxs + azxs + MGy + Sraq + Poxg + Faxs) =0
AER

(w tym przypadku nie istnieje \ takie, ze R = Q).
Uwaga. Niech P,Q C R? beda plaszezyznami takimi, ze P Jf Q. Wtedy PN Q = L jest
prosta. Jesli P : ag + oy + asxo + azrs = 01 Q : By + Sy + Gowe + Pz = 0, to
I- Qg + Q1T + QT + 3Tz = 0,
Bo + iy + Bawa + Pz = 0.
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Jest to réwnanie krawedziowe prostej L w R3. Wtedy a = [ay, an, a3] LLib = [B1, 32, B3] LL.
Stad a x b || L.

Definicja. Niech L C R3 bedzie prosta, P C R? bedzie plaszczyzng i a € R3. Wtedy

pla, L) = pla,b), gdziebe LNPiac PLL

(odlegtos¢ punktu a od prostej L w R3).

Twierdzenie. Niech L C R? bedzie prosta i niech a,a,b € R? beda takie, ze a || L, a # b
ibe L Wtedy
‘a x [ab”

pla,L) = la

Dowéd. Mamy

pla, L)

Definicja. k < n
Hiperptaszczyzna k-wymiarowa w R™ ; podprzestrzen przestrzeni R" izometryczna z
RF,

Definicja. Niech a, b, a,b € R™ i niech H"~! bedzie hiperptaszczyzna (n — 1)-wymiarowa

w R™. Wtedy
a| H*!' < \/Jab€a A a,be H"! & \/ ab€a.
¢ — a,be Hn—1
bLH"™' < A bla
aHHn—l
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Twierdzenie. Dla kazdego punktu a € R" i kazdego niezerowego wektora a = [, .. ., ay)
istnieje w R” dokladnie jedna hiperptaszczyzna H" ! taka, ze a € H" ' ial H"!. Sktada

sie ona z wszystkich punktéw (z1,...,z,) spetniajacych réwnanie
ap+ a1y + ...+ apx, =0, gdzie ap = —a - (a).

Jest to réwnanie liniowe hiperptaszczyzny H"~! takiej, ze a € H" ' i al H" L.

Dowéd. Podobny do dowodu twierdzenia o réwnaniu liniowym prostej. [J
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5. Przeksztalcenia przestrzeni R”

Niech f:R"™ — R"™ bedzie izometria, czyli f jest na i

N olf(@), FW) = p(z,y)

z,yeR™

Definicja.

Niezmiennik izometrii 7 wtasnos¢, ktora nie zmienia sie przy izometriach.
d

Twierdzenie. Srodek odcinka jest niezmiennikiem izometrii (tzn., jesli ¢ jest srodkiem

odcinka (a, by, to f(c) jest srodkiem odcinka (f(a), f(b))).

Dowdd. Niech f: R® — R"™ bedzie izometrig i niech a,b,c¢ € R". Jedli ¢ jest srodkiem
odcinka (a, b, to

1
p(au C) = p<b’ C) = §p(a’7 b)
Stad
p(f(a), f(c)) = p(f(b), () = 5p(f(a), f(b)),
czyli f(c) jest $rodkiem odcinka (f(a), f(b)). O
Twierdzenie. Rownos$¢ wektorow zwigzanych jest niezmiennikiem izometrii.

Dowdéd. Wynika z definicji wektoréw réwnych oraz poprzedniego twierdzenia. [

Whniosek. Niech f: R"™ — R” bedzie izometrig i niech a,a,b € R". Wtedy
o= [@] = 10 = @)

Twierdzenie. Niech f : R” — R" bedzie izometria i niech a,b € R". Wtedy

1) f(0) =0 (dla wektoréw!),
2) fla+b) = f(a)+ f(b),
3) f(—a) =—f(a)

4) f(a— ) f(a) = f(b),
)

ot
=

(a)| =

Dowdd. 1) Oczywiste.

— —

2) Wezmy a,b,c € R". Wtedy ab € ai be € b z Twierdzenia o zaczepianiu wektora

—

chﬂodnego Wgunkcie. V\iedy ab + bc=acca + b. Stad f(a)f(c) € f(a+ b) oraz
fla)f(e) = f(a)f(b) + f(b)f(c) € f(a) + f(b). Zatem f(a +b) = f(a) + f(b).
3) Mamy 0 = f(0) = f(a+ (=a)) = f(a) + f(—a). Stad f(—a) = —f(a).
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4) Latwo widaé, ze f(a —b) = f(a+ (=b)) = f(a) + f(=b) = f(a) — f(b).
5) Niech a,b € R™ beda takie, ze E)) € a. Wtedy

@l = [ @] | = strta) 1) = o) = |[at] | = 1ol ©

Whiosek. Wektor zerowy, wektor przeciwny, suma i roznica wektorow i dtugo$é wektora

sg niezmiennikami izometrii.

Twierdzenie. Rownoleglosé, rownoleglto$é zgodna i réwnolegto$é przeciwna wektorow sg

niezmiennikami izometrii.
Dowd6d. Wynika z definicji réwnolegtosci i poprzedniego twierdzenia. [

Whiosek. Kierunek i zwrot wektora sg niezmiennikami izometrii, tzn., dla a € R”,

Twierdzenie. Niech f : R” — R™ bedzie izometrig, a € R" i t € R. Wtedy
f(ta) = tf(a).
Dowéd. Zaltézmy, ze t > 0. Wtedy ta || a, skad f(ta) 1] f(a)itf(a) 1] f(a). Zatem

fta) 11 tf(a).
Ponadto
|f(ta)| = [ta| =t|a| = t[f(a)].
Stad f(ta) =tf(a).

Podobnie dla ¢t < 0 (w tym przypadku réwnolegtosé jest przeciwna). O

Whiosek. Kombinacja liniowa wektoréow jest niezmiennikiem izometrii, tzn.,

/ (Z ti“i) = Ztif(ai)y

gdzie al,...,akER”itl,...,tkER.

Twierdzenie. [loczyn skalarny wektoréw jest niezmiennikiem izometrii, tzn., f(a)-f(b) =

a-b.

Dowdd. Niech f: R™ — R” bedzie izometrig i a,b € R". Mamy

(f(@)+f(8)% = (f(a+6)% = |f(a+b)]> = |a + b]> = (a+b)? = a®+20a-b+b% = |a|*+2a-b+]|b|?
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oraz

(f(a)+£(6))% = (f(a)*+2f(a)-F(6)+(f(0))* = | f(a)|*+2f(a) f(b)+|f(b)|* = |a]*+2f(a)- f(b)+]b]*.

Stad |a|* +2a - b+ [b]* = [a* +2f(a) - f(b) + |b]*.
Zatem

fla)- f(b) =a-b. [
Whniosek. Prostopadto$é wektoréw jest niezmiennikiem izometrii.

Whiosek. Cosinus kata miedzy wektorami oraz miara kata miedzy wektorami sg nie-

zmiennikami izometrii.

Twierdzenie. Hiperplaszczyzna k-wymiarowa w R” (kK < n) jest niezmiennikiem izo-
metrii, tzn., jedli H* jest hiperplaszczyzna k-wymiarowa, to f(H") jest hiperptaszczyzna
k-wymiarows.

Dowdéd. Wynika z definicji hiperptaszczyzny k-wymiarowej oraz faktu, ze superpozycja
izometrii jest izometrig. [

Whniosek. Prosta oraz ptaszczyzna w R" sa niezmiennikami izometrii.

Whiosek. Pek prostych w R? oraz pek ptaszczyzn w R? sg niezmiennikami izometrii.

Twierdzenie. Rownoleglosé¢ i prostopadtosé prostych w R™ oraz réwnolegto$é i prosto-

padlodéé ptaszezyzn w R? sg niezmiennikami izometrii.

Dowdéd. Wynika z faktu, ze réwnolegto$é i prostopadtosé wektoréow sg niezmiennikami

izometrii. [
Uwaga. Przyjmijmy:

i =

5 0 jesli ¢ #j,
1 jesli i=j.
Twierdzenie. (O analitycznej postaci izometrii) Kazda izometria f : R" — R" jest

przeksztalceniem okreslonym wzorem

f(‘Q:) =a-+ Z.’Ez : (Cli), gdzie a; - a; = 5;

i=1
Wowcezas f(0) = aia; = f(e;), gdzie ¢; = [6%,05, ..., ], i =1,...,n.
Dowéd. Zauwazmy, ze ¢; = [1,0,0,...,0],¢eo = [0,1,0,...,0],...,¢, = [0,0,0,...,1].

Z wtasnosci izometrii wiemy, ze izometria jest przeksztalceniem liniowym. Stad kazda
izometria f : R™ — R" jest jednoznacznie wyznaczona przez jej wartosci f(eq), ..., f(e,)
w koncach wektorow ey, ..., ¢,.

Teraz, jesli © = (z1,...,2,) € R" to x = 0+ z1e1 + ... + x,¢,, skad f(z) = f(0) +
rif(er)+. .. 4xnf(en). Przyjmujac f(0) = a oraz f(e;) = a;,4 = 1,...,n mamy a;-a; = &}
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oraz

flz) = a+in (a;). O

Niech f : R™ — R" bedzie podobienstwem o wspotczynniku A > 0, czyli f jest na oraz

N (@), F() = Ap(z,y).

z,yeR™

Definicja.
Niezmiennik podobienstw ; wlasnos¢, ktora nie zmienia si¢ przy podobienstwach.

Uwaga. Kazdy niezmiennik podobienstw jest niezmiennikiem izometrii (poniewaz izome-
tria jest podobienstwem o wspoétezynniku 1). Niezmiennik izometrii jest niezmiennikiem

podobienstw < nie zalezy od odleglosci miedzy punktami w R”. Stad mamy:

Twierdzenie. Niezmiennikami podobienstw sg: srodek odcinka, rownos¢ wektorow zwia-
zanych, wektor zerowy, wektor przeciwny, suma i réznica wektorow, rownolegtosé, rowno-
legtos¢ zgodna i roéwnoleglosé przeciwna wektorow, kierunek i zwrot wektora, kombinacja
liniowa wektoréw, hiperptaszczyzna k-wymiarowa w R™, prosta w R", ptaszczyzna w R",
rownoleglosé i prostopadtos¢ prostych w R™ oraz rownolegtos¢ i prostopadtosé ptaszezyzn

w R3, pek prostych w R? oraz pek ptaszezyzn w R3.

Whniosek. Niech f: R" — R” bedzie podobienstwem i niech a,a,b € R". Wtedy
o= [@] = 10 = @)

Twierdzenie. Niech f : R” — R" bedzie podobienstwem o wspoétczynniku A > 0 i niech
a,b € R". Wtedy

1) [f(a)| = Alal,
2) f(a)- f(b) = A*(a-b).
Dowéd. 1) Wezmy a,b € R™ i niech E; € a. Mamy

—

@ =| | 5] | = st £0) = a0, 0) = A

WHZAIaI-
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2) Wiemy, zef(a) + f(b) = f(a+ b). Stad

(f(a)+ f(6))* = (f(a+b))*
= |f(a+b)[*
= A2 |a+b)?
= M (a+b)?
= A2 Jal* +2X%a- b+ A2 b

(f(a) + f(6))* = (f(a))* +2f(a) - f(b) + (f(b))?
= |f(@)* +2f(a) - f(b) + | £(b)]?
= X a> + 2f(a) - f(b) + N2 |b]*.

Zatem

f(a)- f(b) =XNa-b. O
Whiosek. Dhugos¢ wektora oraz iloczyn skalarny wektoréw nie sg niezmiennikami podo-
bienstw.
Twierdzenie. Cosinus kata miedzy wektorami jest niezmiennikiem podobienstw.

Dowéd. Niech f : R®™ — R™ bedzie podobienstwem o wspoétczynniku A > 0 i niech

a,b € R™. Z poprzedniego twierdzenia mamy

f(a)- f(6) = [f(a)][f(b)] cos(<(f(a), f(b))) = A a] [b] cos(<t(f(a), f(b)))
oraz
A*(a-b) = A |a| [b] cos(<t(a, b)),
czyli
cos(<(f(a), f(b))) = cos(<t(a, b)). T
Whniosek. Miara kata miedzy wektorami, w szczegdlnosci, prostopadtosé wektorow sa
niezmiennikami podobienstw.

Twierdzenie. (O analitycznej postaci podobienstwa) Kazde podobienstwo f : R" —

R™ o wspotezynniku A > 0 jest przeksztatceniem okreslonym wzorem

f(x) =a+ sz -(a;), gdzie a; - a; = )\25;.

=1

Wowcezas f(0) = aia; = f(e;), gdzie ¢; = [6%,05,...,0], i =1,...,n.
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Dowéd. Mamy g : R™ — R" takie, ze g(z) = 1 f(x), gdzie € R, jest izometria, bo

3
p(g(x), 9(y))?* = l9(y) — g(x)]* = %[f(y) — f(x))? = %p(f(x), FW)? = p(z,y)%,
czyli p(g(z), 9(y)) = p(z,y), gdzie z,y € R™
Z twierdzenia o analitycznej postaci izometrii
g(x) =b+ ZI - (b)),

f(@) = Ag(x) = Mo+ > mi - (Aby),
i=1
Przyjmujac a = Abia; = Ab;, e = 1,...,n mamy

oraz

a;-a; = (/\bz> . (/\bj) = )\2([]1 . bj) = /\25;-,
f(0) = Ag(0) = Ab = a,
a;, = )\[JZ = )\g(ez) = f(ei),

gdzie ¢; = [6%,0%, ..., 6], i=1,...,n. O
Definicja. Niech f: R"™ — R" bedzie funkcja.

f jest przeksztaceniem afinicznym <d_}> 1) f:R" % R™

) N\ ab=db = fa)fb) = @)V,

a,b,a’ b’ eR™

3) N\ N\t +t200) =t f(ar) + b f(a2).

a1,a2€R™ tq,t2€R

Whiosek. Niech f : R" — R”" bedzie przeksztalceniem afinicznym i niech a,a,b € R™.
Wtedy

o= [at] = sia) = |rj ).

Whiosek. Kazda izometria oraz kazde podobienstwo sa przeksztalceniami afinicznymi.
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Definicja. Niech ay,...,a, € R"ity,..., 1t € R.

Wektory ay, ..., a; sa lintowo niezalezne <d:>
k
Ztlalzo = t1=ty=...=1t,=0.
i=1

Twierdzenie. (O analitycznej postaci przeksztalcenia afinicznego) Kazde prze-

ksztatcenie afiniczne f : R™ — R” jest przeksztatceniem okreslonym wzorem
n
f)=a+ Y ai (@),
i=1

gdzie wektory ai,...,a, sa liniowo niezalezne. Wowczas f(0) = a i a; = f(e;), gdzie
e; = [00,0%,...,0 ], i=1,...,n.
Dowéd. Dla z = (z1,...,2,) € R* mamy x =0+ 21 - (e1) + ...+, - (en)-

7 definicji przeksztaltcenia afinicznego

f(@) = fO) + 21 fler) + .+ xn - fen).

Przyjmijmy: f(0) =ai f(e;) =a;, i=1,...,n.
Wtedy
fl@)=a+) ()
i=1

oraz z réznowartosciowosci przeksztatcenia f:

czyli a—i—Zmi-(ai):a = r=...=x,=0,
i=1
i=1
Zatem wektory ay,...,a, sa liniowo niezalezne. []

Twierdzenie. Superpozycja dwu przeksztatcen afinicznych jest przeksztatceniem afinicz-

nym.
Dowéd. Latwy. O

Twierdzenie. Jezeli f : R® — R” jest przeksztalceniem afinicznym, to f~! : R® — R"

jest przeksztatceniem afinicznym.

Dowdd. Latwy. [J
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Definicja.
Niezmiennik afiniczny :f wlasnosé, ktora nie zmienia sie przy przeksztalceniach afi-
d

nicznych.

Whniosek. Niezmiennikami afinicznymi sg: réwnos¢ wektoréw zwigzanych, kombinacja

liniowa wektoréw i réwnolegltosé¢ wektorow.

Twierdzenie. Niech f : R" — R" bedzie przeksztatceniem afinicznym, a,b € R, ¢ € R.
Wtedy

f((1=ta+th) =1 —t)f(a)+tf(D).
Dowdéd. Latwy. Wystarczy zastosowaé analityczna postac¢ przeksztalcenia afinicznego. [
Whiosek. Srodek odcinka jest niezmiennikiem afinicznym.
Whiosek. Prosta w R” jest niezmiennikiem afinicznym.

Whiosek. Ptaszczyzna w R™ i hiperptaszczyzna k-wymiarowa w R™ sa niezmiennikami

afinicznymi (bo sa sumami prostych).

Whiosek. Réwnolegtosé prostych w R™ i réwnolegloéé ptaszezyzn w R? sg niezmiennikami

afinicznymi.

Uwaga. Kazdy niezmiennik afiniczny jest niezmiennikiem podobienstw (co oznacza, ze
jesli jakas wtasnos¢ nie jest niezmiennikiem podobienstw, to nie jest ona réwniez niezmien-

nikiem afinicznym).

Whniosek. Dhugoéé wektora oraz iloczyn skalarny wektoréw nie sg niezmiennikami afi-

nicznymi.

Whniosek. Cosinus kata miedzy wektorami, miara kata miedzy wektorami, w szczegdlno-

sci, prostopadtosé wektorow nie sg niezmiennikami afinicznymi.
Whniosek. Kazdy niezmiennik afiniczny jest niezmiennikiem podobienstw, a kazdy nie-
zmiennik podobienstw jest niezmiennikiem izometrii.

Podamy teraz pewne charakteryzacje izometrii, podobienstwa oraz przeksztatcenia
afinicznego. Zaczniemy od omoéwienia macierzy ortogonalnych.
Definicja. Niech A bedzie rzeczywista macierzg kwadratows stopnia n.

Macierz A nazywa sie ortogonalna <d:f> kolumny macierzy A sg wzajemnie prostopadty-

mi wersorami w R".

Twierdzenie. Niech A bedzie rzeczywista macierzg kwadratowa. Nastepujace warunki

sg rownowazne:

1) A jest ortogonalna,

2) ATA=1,

3) A7t = AT,
Dowéd. Latwy. [
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Whiosek. Niech A, B beda macierzami ortogonalnalnymi stopnia n. Wtedy
1) det(A) = +£1,

2) AT jest ortogonalna,

)
)
3) wiersze macierzy A sa wzajemnie prostopadtymi wersorami w R”,
4) A™1 jest ortogonalna,

)

5) AB jest ortogonalna.

Definicja. Niech f : R" — R" bedzie izometrig (podobienstwem, przeksztalceniem afi-
nicznym). Wezmy a = (ap1, - - -, aon), & = (1, - .., ] € R, gdzie i = 1,...,n, i niech
(T1,...,2n), (T1,...,Tp) € R". Wtedy

) =a+ Y @i (@),

czyli
f($1, . ,xn) = (fla e ,En> = (0,01, e ,a[)n) —|— .1'1(0611, e ,Oéln) —|— . + l'n<05n1, e ,C(nn),
skad
Ty = ag1 + a1+ ...+ Qp1Ty,
To = Qg2 + Q1221 + ... + Qpaly,
Ty = Qop, + ATl + .. . + QpupTn.
Macierz
Q11 7%
a9 0 7%%)
Ay = )
df
A1y App,

nazywa sie macierzq izometrii (podobienstwa, przeksztalcenia afinicznego) f.
Twierdzenie. Przeksztatcenie f : R" — R"™ dane powyzszym wzorem analitycznym jest:

1) przeksztatceniem afinicznym < Ay jest nieosobliwa,
2) podobienistwem o wspdtezynniku A > 0 < %A ¢ jest ortogonalna,

3) izometrig < Ay jest ortogonalna.

Dowéd. Wynika z twierdzen o analitycznych postaciach tych przeksztatcen. [J
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6. Zbiory algebraiczne w przestrzeni R"

Definicja. Niech ¢ : R” — R. Wezmy = = (z1,...,2,) € R, iy,...,i, € {0,...,k} oraz
k€ NU {0}. Wtedy

@ jest jednomianem n zmiennych 4;) o(x) = ay, 5, x .. ain,

Stopien jednomianu ¢ 7 it + i
@ jest wielomianem n zmiennych <67—f> © jest sumg jednomianow.

Stopien wielomian ¢ " najwiekszy ze stopni jednomianéw sktadajacych sie na wielo-

mian .

Przyktad.
1. p(r) = 22223 jest jednomianem stopnia 5 dwu zmiennych.

2. p(x) = 23wy + 22322 — 37123 + 571 — 4 jest wielomianem stopnia 4 trzech zmiennych.
Definicja. Niech ¢ : R” — R bedzie wielomianem stopnia k. Wtedy réwnanie ¢(x) = 0
nazywa sie rownaniem algebraicznym stopnia k.

Definicja. (Zbiér algebraiczny w R") Niech ¢ : R" — R bedzie wielomianem oraz

¢(x) = 0 — réwnaniem algebraicznym.

Zbior algebraiczny 7 zbior rozwigzan rownania algebraicznego,
tzn., jesli FF C R", to

F jest zbiorem algebraicznym ? [istnieje wielomian ¢ : R" — R taki, ze z € F <
p(x) = 0].
Bedziemy pisaé F : ¢(x) = 0.

Stopien zbioru F 7 najmniejszy ze stopni rownan algebraicznych opisujacych zbiér F'.
Oznaczamy deg(F).

Uwagi.

1. Zbiory algebraiczne stopnia 0 w R™: () i R™ (bo dla wielomianu ¢ stopnia 0 réwnanie
o(z) = 0 jest albo sprzeczne albo jest tozsamoscia).

2. Zbiory algebraiczne stopnia 1 w R™: hiperptaszczyzny (n — 1)-wymiarowe (jegli H" ™1 :
ap+ a1+ ... apx, =0, to (1, ..., 2,) = g+ @121 +. .. + apx, = 0 jest rownaniem
algebraicznym stopnia 1).

3. Zbiory algebraiczne stopnia 2 w R': zbiory 2-punktowe (bo wielomian stopnia 2 jednej
zmiennej ma co najwyzej 2 pierwiastki).

4. Zbiory algebraiczne stopnia k w R!: zbiory k-punktowe (bo wielomian stopnia k jednej

zmiennej ma co najwyzej k pierwiastkéw).
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Whiosek. Prosta w R? i plaszczyzna w R3 sg zbiorami algebraicznymi stopnia 1.
Twierdzenie. (O polozeniu prostej wzgledem zbioru algebraicznego stopnia k)

Niech L, FF C R", L niech bedzie prosta oraz I’ — zbiorem algebraicznym stopnia k. Wtedy

LCF Vv

~
|

NEF<E.

Dowéd. Niech F' : p(x) = 0, gdzie ¢ jest wielomianem stopnia k. Z twierdzenia o prostej
mamy L : z(t) = (1 —t)a+tb, gdziet e Ria,be L, czyli L: (xq,...,2,) =a+ (b—a)t,
gdziet € R1ia,b € L. Szukamy wszystkich ¢t € R spetniajacych uktad réwnan

o(xy,...,x,) =0,

{ (T1,...,2,) =a+ (b—a)t,

Nietrudno jest zobaczy¢, ze takie t nie istnieja albo wszystkie ¢ € R spetniaja ten uktad

albo co najwyzej k liczb t spetnia ten uktad. Stad

LNF=0 Vv LNF=L VvV LNF<{t1,...,t}.

Zatem

Definicja.

Zbior przestepny 7 podzbidr przestrzeni R™ nie bedacy zbiorem algebraicznym zad-

nego stopnia.

Whiosek. Jezeli dla FF C R istnieje prosta L taka, ze LN F' jest podzbiorem wtasciwym

nieskonczonym prostej L, to zbior F' jest przestepny.
Przyktad. Sinusoida jest zbiorem przestepnym.
Twierdzenie. Zbiér algebraiczny i jego stopien sa niezmiennikami afinicznymi.

Dowéd. Niech F': ¢(x) = 0 bedzie zbiorem algebraicznym stopnia k oraz f : R" — R" —

przeksztatceniem afinicznym. Wtedy f~! réwniez jest przeksztalceniem afinicznym. Jesli

flzy,...,2n) = (T1,...,Tp), to f[7XT1,...,Tp) = (21,...,7,). Z postaci analitycznej
przeksztalcenia afinicznego f~! mamy wzory na a1, ..., x,. Podstawiamy je do réwnania
o(x1,...,x,) = 0 i otrzymujemy réwnanie algebraiczne stopnia k zbioru algebraicznego

F,czyli f(F)=F. O
Whiosek. Zbiér algebraiczny i jego stopien sa niezmiennikami podobienstw i izometrii.

Whiosek. Zbiér przestepny jest niezmiennikiem afinicznym (a wiec réwniez podobienstw

i izometrii).
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Definicja. Niech a,a’ € R" i niech H C R"™ bedzie hiperplaszczyzna. Wtedy

a,a’ sa symetryczne wzgledem H (;)

—

!
ata el A [aa'} 1H.

2

C =

Definicja. Niech F, H C R", I niech bedzie zbiorem algebraicznym oraz H — hiperptasz-
czyzna. Wtedy

H jest hiperplaszczyzng symetrii zbioru F' <d:f>

[a€e F = d € F, gdzie d jest punktem symetrycznym do a wzgledem H]|.

Uwagi.
1. O-wymiarowa hiperptaszczyzna symetrii redukuje si¢ do punktu, nazywanego $rodkiem
symetrii zbioru F.

2. 1I-wymiarowa hiperptaszczyzna symetrii jest prosta, nazywana osig symetrii zbioru F'.
Twierdzenie. Srodek symetrii zbioru algebraicznego jest niezmiennikiem afinicznym.
Dowéd. Wynika wprost z definicji. [

Uwaga. Os symetrii zbioru algebraicznego nie jest niezmiennikiem afinicznym.
Zbiory algebraiczne stopnia 2 w R?:

1. Zbiér 1-punktowy.

Wezmy a = (a1, as),x = (1, 72) € R%. Mamy
{(I} . (xl — a1)2 + <$2 — CL2)2 =0
oraz ¢(z) = (z1 — a1)? + (2 — az)? jest wielomianem stopnia 2, czyli deg({a}) = 2.

2. Suma dwu réznych prostych.

Wezmy dwie proste L, K C R? oraz © = (1, 7s) € R?. Niech
L:Oé0+0é1x1+062x2:0, K2ﬁ0+61$1+ﬁ21’2:0.

Wtedy

re LUK & ap+ax; +asre =0 V 50+61x1+62x2:0
= (CY() + a1 + agl’z)(ﬂo + 611’1 + ﬁg[ﬁg) =0.
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Zatem

LUK : (o + 11 + coxe) (B + Bizr + Paze) =0

oraz p(r) = (o + anxy + agxa)(Bo + fix1 + Paxs) jest wielomianem stopnia 2, czyli
deg(LUK) = 2.
3. Okrag.

Wezmy a = (a1, as) € R%, r > 0 oraz niech x = (x,15) € R%

Okrag jest zbiorem zdefiniowanym nastepujaco:
S = S(a,r) = {r e R*: p(x,a) =1},

gdzie a jest srodkiem oraz r promieniem okregu S. Stad
reS & plr,a)=r < [p(x,a))? =r?

& (1 —a1)® + (29 — ap)* =12
Zatem

S:(ry—a1)? + (v —a)* —r* =0

2

oraz ¢(z) = (1 — a1)? + (2 — az)? — r? jest wielomianem stopnia 2, czyli deg(S) = 2.

4. Stozkowa.

Definicja. (Stozkowa)
Wezmy a € R? oraz niech K C R? bedzie prosta taka, ze a ¢ K. Ponadto niech e > 0.
Zbior

S(a. K,e) = {o € R*: plz,a) = ¢ plx, K)}
nazywa sie stozkowa. Wtedy, a nazywa sie ognisko, K — kierownica oraz e — mimosrod
stozkowej S(a, K, e).

Wezmy taki uktad wspoélrzednych, zeby 0§ x; przechodzita przez ognisko a i byta
prostopadta do kierownicy K, czyli a = (u,0), K 121 —v =01 |[u —v| = d:
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X2

plz, K)

» v = (21, 79)

p(z,a)

Wtedy
p(w,a) = e p(z, K) & [p(z,a))? = e [p(z, K],
czyli
(1 —u)?® + 25 = (v — v)%
Stad

S(a,K,€) (1 — )2 + a3 + 22 — ) + (- €20) = 0

ip(z) = (1 —eHa? + 23+ 2(e*v — u)ry + (u? — €*0?) jest wielomianem stopnia 2, czyli
deg(S(a, K,e)) = 2.

Twierdzenie. Stozkowa, jej ognisko, kierownica i mimosréd sa niezmiennikami izometrii.

Dowdd. Niech f: R? — R? bedzie izometria. Poniewaz S(a, K,e) = {x € R? : p(x,a) =
e p(z,K)} jest stozkowa o ognisku a, kierownicy K i mimosrodzie e, wiec f(K) jest

prostg oraz

p(f(x), f(a)) = p(z,a) = e p(z, K) = e p(f(x), f(K)).
Stad
f(S(a, K e)) = S(f(a), f(K),e) = {y = f(z) €R*: p(y, f(a)) = e p(y, f(K))}

jest stozkowa majaca ognisko f(a), kierownice f(K) oraz mimosréd e. [
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Cwiczenie. Pokaza¢, ze stozkowa, jej ognisko, kierownica i mimos$rod sa niezmiennikami
podobienstw.

Definicja.

Stozkowa S(a, K, e) jest : 1) elipsq, gdy e < 1,
2) parabolg, gdy e =1,
3) hiperbolg, gdy e > 1.

Wiemy, ze a = (u,0), K:2x;—v=0, |u—wv|=d oraz
S(a, K,e): (1 —e*)at + a5+ 2(e*v — u)zy + (u* — e*v?) = 0.
Parabola P:
Nieche =1, u = %d iv= —%d. Wtedy
P:as+2(v—u)z; + (u? —v*) =0,
czyli

P:a?—2dr, = 0.

Jest to rownanie kanoniczne paraboli.

Latwo widaé¢, ze parabola ma jedna o$ symetrii: w polozeniu kanonicznym o$ xp; nie
ma srodkéw symetrii; ma wierzchotek, czyli punkt przeciecia paraboli z osig symetrii: w
potozeniu kanonicznym punkt (0,0); ma jedno ognisko: w potozeniu kanonicznym a =
(%, 0) i ma jedna kierownice: w potozeniu kanonicznym K : z7 + g = 0.

X2

wierzchotek paraboli

X1

Qe
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Elipsa E:
Niech e < 1, v —u=diu— e*v =0. Wtedy
e2d d

U= — ov=
1—e2’ 1 — e2

i u,v>0

oraz

2 1N\2 212
2 2 9 (ed) e“d .
u° — e‘v —(1_62)2—(1_62)2——ud.

Zatem

(1 —e*ai | a3
E:— -4+ = =1.
ud + ud

Przyjmijmy oy = 4/ lﬁiQ 1 ae = Vud, przy czym

ed ed
o >0, apg= ——==aV1—e2<a.

Tl V1—e?
Wtedy
FE x—z x_% 1
ay g

Jest to réownanie kanoniczne elipsy.

Latwo wida¢, ze elipsa ma dwie osie symetrii: w potozeniu kanonicznym osie uktadu

wspOlrzednych; ma jeden érodek symetrii: w potozeniu kanonicznym punkt (0,0); ma

dwa ogniska: w polozeniu kanonicznym a = (\/a? —a3,0) i d = (—/af — a3,0) i dwie
2

kierownice: w potozeniu kanonicznym K : z; — ——=t =0i K': 2 + ——=L = = 0.

2
/[ 2_ 2
a1 Q3

a1 —az
aq

Ponadto mimoéréd e =

K 3 K

| mata oS elipsy

k a Jon Z1

wielka oS elipsy

Uwaga. Okrag mozemy traktowaé jako elipse (gdy o = ag).
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Hiperbola H:
Niech e > 1, v —u =d iu— e*v = 0. Wtedy
e2d d

U = —— v =
1 —e?’ 1 — e2

i u,v<0

oraz

u? — e%v? = —ud.

Zatem

(1—ef)ai | 23

H: — =1
ud ud
Przyjmujac ay = 4/ 1%2 1 ay = v/ —ud, przy czym
ed ed
o = < —u, g = ——=aoVez—1>aq,
e2—1 2 — 1
mamy
2 2
L I
B!
1 2

Jest to rownanie kanoniczne hiperboli.

Latwo widac, ze hiperbola ma dwie osie symetrii: w potozeniu kanonicznym osie uktadu
wspoéhrzednych; ma jeden §rodek symetrii: w potozeniu kanonicznym punkt (0,0); ma
dwa ogniska: w potozeniu kanonicznym a = (y/af + a3,0) i ' = (—/a? 4+ a3,0) i dwie

2 2
. . . . . [e% . (6
kierownice: w potozeniu kanonicznym K : x; — L =01 K :x+ L

2., 2 /2, 2
ajta; ajtag
/2 2
ajtaj

aq

Ponadto mimosréd e =

H To H

wierzchotki hiperboli

T

i

Qe
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Definicja. Niech F, F/ C R™ bedg zbiorami algebraicznymi stopnia k. Wtedy
F, I’ sa izometryczne (;) istnieje izometria f : R"” — R" taka, ze f(F) = F".
F, F' sa podobne <d—}> istnieje podobienstwo f : R™ — R” takie, ze f(F) = F'.
F, F' przystajq afinicznie ? istnieje przeksztalcenie afiniczne f : R™ — R™ takie, ze f(F) = F".

Uwaga. Zbiory izometryczne sa podobne, a zbiory podobne przystajg afinicznie.

Twierdzenie. Wszystkie parabole sa podobne.

Dowd6d. Wezmy podobiefistwo f : R? — R? takie, ze
f(z) = Az, gdzie A > 0,
czyli
(T1,T2) = f(x1,22) = (Ax1, A22).

WeZmy parabole P : 23 — 2dz; = 0.
Wtedy

(Ar2)* — 2Xd - (\11) = 0.

Stad P’ : 73 — 2\d71 =0 oraz Add =d' = )= <.
Zatem podobienstwo f przeksztalca parabole P na parabole P’. Stad otrzymujemy teze

twierdzenia. [

Twierdzenie. Wszystkie elipsy przystaja afinicznie.

Dowéd. Wezmy przeksztatcenie afiniczne f : R? — R? takie, ze

(T1,%2) = f(21,22) = (1, V1 —€? 29), 0<e<l

Wida¢, ze f przeksztalca okrag S(0, ) : x3 + 23 = a? na elipse £ : 73 + % = a?, czyli

na elipse E : z—z + z—% =1 (bo ap = ay/1 — €2). Stad kazda elipsa jest obrazem afinicznym
1 2
okregu. Zatem wszystkie elipsy przystaja afinicznie. [J

Twierdzenie. Wszystkie hiperbole przystaja afinicznie.

Dowd6d. Wezmy przeksztatcenie afiniczne f : R? — R? takie, ze

(fl,f2> = f(ml, Ig) = (ozlxl, OKQIQ).

Wida¢, ze f przeksztalca hiperbole Hy : 2 — 23 = 1 na hiperbole H : z—z _ T,

az

1
Stad kazda hiperbola jest obrazem afinicznym hiperboli Hy. Zatem wszystkie hiperbole
przystajg afinicznie. [J
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Na koniec podamy klasyfikacje za pomoca wyznacznikéw zbiorow algebraicznych stop-

nia 2 w R?. Wezmy ogélne réwnanie zbioru algebraicznego stopnia 2 w R2:
2 2
x1127 + 20612[E11’2 + (2oTy + 20[131'1 + 2@23[E2 + 33 — O,

gdzie of, + ay + a3, > 0.

Przyjmijmy:
A= - an ] s gdzie Q91 — (X192
Qg1 Qg
oraz
a1 G2 Qg3
A= ag1 o o3 |, gdzie as = iz, az1 = i3, a3 = Q3.

Q31 Q33 (33

Niech det(A) = A, det (Z) —Ar(A)=kir (ﬁ) = [. Oczywiscie 0 < k < [. Ponadto

niech

Qo (va3 Q11 (g3

Ay = i Ay =

Q3g (x33 Q31 (33

Klasyfikacja zbioréw algebraicznych stopnia 2 w R2:

[, 1]
A >0, a11£<0 2—%—!—2—%:1 elipsa
2, 3] A >0, oA >0 2—% + 2—% =—1 zbidr pusty
A<O z—% — z—% =1 hiperbola
A<O0 z—% — 2—% =0 para prostych przecinajacych sie
2.9
> A>0 2%—!—2%:0 punkt
1, 3] A=0, A#£0 x2 — 2dz; =0 parabola
Ay < 01lub A <0 T3 —a3=0 para prostych réwnolegltych
1,2
. Ago >0, A1 >0 24+ a2=0 zbidr pusty
[1,1] r3=0 (podwdjna) prosta
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